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ENUNTURI
cliasaa [ Xia

1. olimpiade

ETAPA LOCALA

B Arad .

9.0.1. Se dau punctele fixe 4, B si punctul M exterior dreptei AB. Aritati ci rezultanta vectorilor
2MA si 5MB trece printr-un punct fix.

9.0.2. Numerele reale strict pozitive verifica relatiile: a = mx, b = ny, ¢ = pz. Aratati ca, dacd
tripletele a, b, ¢ si x, y, z sunt progresii geometrice, iar tripletul m, n, p este progresie aritmetica,
atuncim =n = p.

9.0.3. Aritati c4, dac a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci:

2 iy . b S
2 b+c c+a a+b
9.0.4. Aratati ca, pentru orice numér natural nenul 7, numarul 2% — (=2)"" - 1 se divide cu 9.

Gazeta Matematicd nr. 9/2018

D Arges

9.0.5. Aritati c numdrul 4 = 399...97600..0 56, n € N, se poate scrie ca suma pétratelor a patru
o —

2018 cifre 2018 cifre
numere naturale pare consecutive.

Adrian Gobej
9.0.6. Aritai ca H(1+%]<%’ VneN.
k=1

Silviu Graure
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9.0.7. Fie x numir real si a, b, p numere naturale nenule, (a, b) = 1, astfel incat 1 +x + XX
# 0, oricare ar fin e N. Ardtati cd, dacd (1 +x+ X2+ .. +x) e Qsi(l +x+xX’+ .. + ¥ € Q,

oricare ar fin € {p, p+ 1}, atuncix € Q.

Cosmin Manea si Dragos Petrica

9.0.8. 2a) Demonstrati ci doua triunghiuri 4BC si A'B'C’ au acelasi centru de greutate daca si numai
daci A4 +BB' +CC' =0.

b) in planul triunghiului 4BC se considera punctele M, N, P astfel incét AM =2MB , BN =2NC s

CP =2PA . Fie Gy, G,, G5 centrele de greutate ale triunghiurilor AMP, BNM, CPN. Demonstrati ca
triunghiurile ABC si G,G,G; au acelasi centru de greutate.

BB Bihor

: : .k Bl 5 —
9.0.9. Fie x, y, z > 0 numere reale cu proprietatea —+—+—= 3. Demonstrati inegalitatile

Xe Yy Z
urmatoare:
ayx-ryptzz3;
b)(x+ 1P+ @+ 1)+ +1)Y>12.
9.0.10. Fie (a,)

nzl

sl i : e 1 —
o progresie aritmetica cu ratia pozitivd  si primul termen g, 2—2—. Determinati

partea intreagd a numarului

r r r
A=\/1+ + f1+ +..+ f1+ a2
a,a, a,a, a,d,.

9.0.11. Pe laturile triunghiului 4BC se considerd punctele 4; € (BC), By € (CA4) si C; € (4B), astfel
incat 44,, BB, si CC,; sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului 4,B,C; intersecteazi
(a doua oar#) BC, CA si AB, respectiv, in punctele 4,, B, si C,. Aratati ca:
a) AC1 » AC2 w= AB] * ABQ,
b) dreptele A4,, BB,, CC, sunt concurente.

9.0.12. in patrulaterul convex 4BCD se noteazi cu G centrul de greutate al triunghiului BCD si cu
H ortocentrul triunghiului 4CD. Demonstrati cd punctele 4, B, G, H reprezintd, in aceastd ordine,

varfurile unui paralelogram, dac si numai dacd G este centrul cercului circumscris triunghiului
ACD.

1 Botosani

- - < 1 - 1 : =
9.0.13. Aritati ci, daci numirul real a satisface conditia {a} =— , atunci a este irational.
a

1 1

9.0.14. Daci x;, x,, ..., X, sunt numere reale pozitive astfel incat ..+ = :
% +2019 " x +2019 2019

atuncix; - x - ... - x, = (n—1)" - 2019".



9.0.15. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P, O, R, S astfel incat BM =kMC, CN =
=kNA, AP=kPB, AM = pMOQ, BN = pNR si CP=pPS , unde k, p < R. Aritati ci triunghiu-
tile ABC, MNP si QRS au acelasi centru de greutate.

9.0.16. Fie ABCD un patrulater convex cu unghiurile B si D congruente si M, N, P, O puncte pe
laturile AB, BC, CD, respectiv AD, astfel ca BM = DQ, BN = PD. Daca R, S, T sunt mijloacele
segmentelor MO, BD, respectiv NP, demonstrati ci: '

a) bisectoarele unghiurilor 4 si C sunt paralele;
b) R, S si T sunt coliniare.

BB Brasov

9.0.17. Determinati numerele reale x pentru care x - [x] = {x}, unde [x] si {x} reprezintd partea
intreagd, respectiv partea fractionard a numirului real x.

9.0.18. In planul patrulaterului convex ABCD se considerd un punct O. Fie G punctul din plan astfel
incét OG- (04+05+0C+0D).

a) Fie E si F mijloacele laturilor [4B] si, respectiv, [CD] ale patrulaterului. Aritati ci G € EF.
b) Aratati cd orice dreapta care trece prin G imparte patrulaterul ABCD in doui figuri geometrice
cu arii egale daca si numai daca ABCD este paralelogram.
Catalin Ciupald
9.0.19. a)Fiea, b e R. Ardtaticd |x —a | + | x —b | > | a — b |, pentru orice numdr real x.
b) Fie 7 > 2 un numdr natural. Determinati valoarea minima a expresiei E(x) = |x— 1|+ |x—2 ES
+ ... +|x —n|, cdnd x parcurge multimea numerelor reale.
Aurel Bérsan
9.0.20. Fieq, b, c > 0.
a) Demonstrati inegalitatea a® + b° + ¢ > 3abc.
b) Presupunem o’ + b° + ¢* = 3. Arétati ca:
g -t bh+ess
ii) ab + bc + ac < 3.
Romeo llie

BB Briila

9.0.21. Pentru orice numere reale pozitive a, b, c, aratati ci:
a b c &’ +b* %
+ >
b+c c+a a+b 2

9.0.22. Aritati cd 16" + 4" — 2 se divide cu 9, pentru orice numir natural 7.

Florin Rotaru

9.0.23. Demonstrati ci (é— x )(x —1) <[x]* +{x}?, pentru orice numir natural .

Valentin Florin Damian

/



9.0.24. Fie H ortocentrul triunghiului ascutitunghic ABC si punctele 4’, B', C' simetricele punctelor
A, B, respectiv C fatd de punctul H. Demonstrati ci, dacd triunghiurile ABC si A'B'C' au acelasi
centru de greutate, atunci triunghiul ABC este echilateral.

Valentin Florin Damian

B Bucuresti

9.0.25. Determinati multimea numerelor reale a pentru care ecuatia {x} +{ x +%}= a are solutie.

Notatia {¢} reprezintd partea fractionard a numarului real ¢.
9.0.26. Se considerd un patrulater convex ABCD, O intersectia diagonalelor sale, un numir real a > 0
si punctele M € (4B), N € (BC), P € (CD), Q € (DA), astfel incat
AM BN _CP DQ
MB NC PD OA

a) Aratati ca, dacd a = 1, atunci OM +OP =ON + OQ -
b) Aratati ca, dacd a# 1 si OM +OP=0ON + O—Q , atunci patrulaterul ABCD este paralelogram.

9.0.27. a) Determinati numdrul tripletelor (a, b, ¢) de numere naturale,cu0 <a<b<c<100sia, b, c
in progresie aritmetica.
b) Trei termeni, a, b, ¢ (nu neapirat consecutivi), ai unei progresii geometrice sunt numere
naturale i au suma numdr par. Demonstrati ci numerele a, b si ¢ sunt pare.

9.0.28. Pentru x numir real definim a;(x) = | x — 1 | si @,+1(x) = | a,x) — 1 |, oricare ar fi numarul
natural nenul 7.
a) Aratati ca, pentru orice numar real x, multimea {a,(x) |» € N Fe

b) Determinati numarul solutiilor ecuatiei a,p19(x) = 1.

B Buzau

] . . 1 1 1 S e .
9.0.29. Folosind, eventual, identitatea —=——+ , V n e N, aritati ci pentru orice n > 3
n n+l nn+l)
S 1 1 1
existd numerele naturale nenule g; < a; < ... < ag,, astfelca l =— + —+...+—.
aq a a,

9.0.30. Fie g un numdr rational. Aritati c3 ecuatia [x] - {x} = a are o infinitate de solutii In multimea
numerelor rationale.

9.0.31. Fie q, b si c numere pozitive. Aratati ca ) - i + %> a + b + c. Cand are loc egalitatea?

&l
9.0.32. Se considerd triunghiul ABC si punctele M € (4B) si N € (AC). Segmentele MC si NB se
AT AM AN

intersecteazd in punctul 7, iar dreapta 47 intersecteazd BC in D. Aratati ca —t—
TD MB NC'



B Caras-Severin

9.0.33. Pentru orice numdr real x se considerz expresia E(x) = x> — x + 2 si se noteazi
an:n—4+E(n) e
E(n)
a) Ardtati ci existi a € R\ Q pentru care E(a) € Z.
b) Determinati cate elemente are multimea 4 = {a, |ne{l,2,3,..100}}.
9.0.34. Determinati cel mai mare numir natural » pentru care a, < 2019, stiind ca sirul (a, )  de

nxl1
n(3n+1)

numere naturale are proprietatea a, + a, + ... + g, = ,VneN.

9.0.35. a) Calculati [ab + bc + ac], daci a, b, c € (0,0), a- b-c=4sid+ b+ ¢* < 8, unde [x]
reprezintd partea intreagd a numarului real x.

b) Daci n este numir natural, atunci {\/; } = 0 sau {\/; } >#, unde {x} reprezinti partea
‘A"

fractionard a numarului real x.
9.0.36. Se considers un triunghi 4BC si un punct D in planul acestuia. Determinati numarul natural %,
stiind cd: B =§-B—A+%-B_é (1), W:%-E@ (2), k-DM =DA+DB+DN (3).

BB Cluyj

9.0.37. Fie a, b, c € (0, ) astfel incat abc = 1. Determinati valoarea minima a expresiei
a’b b’c ac’
= 2 2 * 2 &
) : ab’+1 bc*+1 a'c+] =
Pentru ce valori ale lui g, b i, respectiv, ¢ se obtine aceasti valoare minimi?

Gheorghe Lobont

. . . 1 1 1 "

9.0.38. Aritati cd numerele a si b au aceeasi parte intreagd, unde a = + .ot ,neN,
n+l n+2 3n+1

iarb=L

1 1 1
I+—=+—+..+—
Jn [ 2. B Jn
9.0.39. Demonstrati ca, pentru orice a, b, ¢ € (0, ), are loc inegalitatea:

ab bc ca l[a b CJ

j,neN*,nZZ.

Eugen Jecan

2 s = ==
a+bc b +ca c+ab 2

EEV g D
Flavia Zeriu
9.0.40. Se considera triunghiul oarecare ABC si H ortocentrul siu. Daci Ay, Ay, A5 sunt simetricele
ortocentrului / fati de mijloacele laturilor [BC], [AC] si, respectiv, [4B], iar H,, H,, H; sunt
ortocentrele triunghiurilor BC4,, ACA, si, respectiv, ABA,, aritati ci:
a) HH] = HH2 = HH3,
b) HH, + HH, + HH, =3HG , unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.
Camelia Maria Magdas

g




D Constanta

9.0.41. Vezi problema 9.0.4., Olimpiada locali Arad.
9.0.42. Fiene N

[r-5]
b

a) Ardtati ca {M}=n— 1, pentruoricea € R\Q, a> 1 si { }=n,pentru0n'ceb e R\Q,
a

b<-1.
b) Determinati multimile:

An={[[”'“]}—{[’”'“]}me]&\@, |a]>1} siBn={{[n'a]}+{[_n'a]}|aeR\Q, |a|>1}.
a =0 a a

S-a notat cu [x] partea intreaga a numarului real x.

Gheorghe Andrei
9.0.43. a)Fiea, b,c € Rastfelincat > + b* +c*=a+ b +c. Aritatici 0<a + b + ¢ < 3.
a(a—>b) = b(b-a) i c(c—a)

2 D, 2
b c a

b) Fie a, b, ¢ € (0, =) astfel incat =0. Ardtaticia =b =c.

Nelu Chichirim

9.0.44. in planul triunghiului 4BC se considerd punctul P astfel incat a-PA+b-PB+a-PC=0,

unde s-a notat a = BC, b = AC. Aratati ci P este intersectia dintre mediana din B si bisectoarea
interioara a unghiului C.

Catalin Zirna

1B Dambovita

9.0.45. a) Aritati ca:
i) dacd x € Z, atunci [x] + [-x] = 0;
ii) dacd x ¢ Z, atunci [x] + [-x] =—1.
b) Rezolvati ecuatia [-2x] + [—x] + [x] + [2x] + 1 = 0, unde [a] reprezintd partea intreagd a
numadrului real a.
9.0.46. Vezi problema 9.0.4., Olimpiada locald Arad.
9.0.47. Daci numerele a, b, ¢ > 0 satisfac relatia a® + b* + ¢* = 1, aritati ci:
2 2 2
a_ . b o= ¢ > 3
1+nbc l+nca l1+nab n+3
9.0.48. Se considera triunghiurile ABC si A'B'C’ inscrise intr-un cerc de centru O. Dacd H,, H,, H;,
H,, Hs, Hs sunt ortocentrele triunghiurilor BAA', CAA', CBB', ABB', ACC si, respectiv, BCC’,
demonstrati ca H,H, + H,H, + H.H, =0.

, pentru orice numdr natural 7.

10



B Dolj

9.0.49, a) Aflati triunghiurile dreptunghice care au lungimile laturilor numere intregi in progresie
aritmetica.

b) Determinati tripletele de numere naturale in progresie aritmetica strict crescdtoare, prime intre

ele doud cite doud, stiind ca produsul lor divide suma cuburilor lor.
9.0.50. Fiex,y,z> 0, astfel incat x + y + z = 1. Aritati ca:

: + +
\/x+2y+3z \/2x+3y+z \/3x+y+22

V2 +a :
m sd fie rational.
9.0.52. Se considerd triunghiul 4BC, M este mijlocul lui (AC), N € (BM) astfel incat BM =4BN si

P e (BC) astfel incat PC =—6PB.

a) Demonstrati cd punctele 4, N, P sunt coliniare.

b) Dacd Q € (4B), astfel incat PQ || AC, demonstrati ci dreptele AP, BM si CQ sunt concurente.

B Galati

9.0.53. a) Cite soluii numere naturale are ecuatia H\/)—c :| +4/x } = 10? (Justificare.) (S-a notat cu

€ [2,3).

9.0.51. Determinati a, b € N astfel incat numsrul

[a] partea intreagd a numarului real a.)
b) Determinati m € R stiind ca multimea 4 = {x e R || x| + | x —2019 | + | x + 2019 |=m+ 8}
are un singur element.

9.0.54. In patrulaterul convex ABCD, fie punctele M, N mijloacele laturilor [4B], respectiv [CD],
punctul G mijlocul segmentului [MN], iar G, G,, Gs, Gu centrele de greutate ale triunghiurilor
BCD, ACD, ABD, ABC.

a) Daci O este un punct din planul patrulaterului, demonstrati ¢ 4-OG = O4+ OB + OC + OD .
b) Demonstrati ci dreptele AG,, BG,, CG;, DG, sunt concurente.

9.0.55. Determinati tripletele (x, y, z) de numere intregi, diferite dous cate dous, care verifici

egalitatea

2 2
%2 y Z

) oD) =g oD
1++/x
1+ x

b) Fie numerele reale strict pozitive x, y, z, ¢ cu proprietatea x - y=z - 7= 1. Ardtati ca:
1 : 1

1
+ -+ +
Vi+x \/1+y Vitz +¢

=x*+)y*+7 - 6l.

9.0.56. a) Demonstrati ca

S\/E,‘v’xeRi.

S\/Z-(x+y+z+t).

11



D Giurgiu
9.0.57. Aritati'¢d ecuatia 4x’ — (m + 9)x* — (5m + Qx + 2m* —6m =0, m > —% are radicinile reale,

dar nu toate sunt intregi pentru orice m > ——z— :

Paul Bdiatu

9.0.58. Demonstrati cd oricare ar fi numerele reale pozitive si nenule a, b, c este adevaratd
inegalitatea abc > (—a+b+c¢)-(a—b+c)-(a+ b —o).

9.0.59. Fie patrulaterul ABCD 1inscris in cercul de centru O si H, K ortocentrele triunghiurilor 4CD,

respectiv BCD, iar L mijlocul laturii [4B]. Stiind ca triunghiul HKL este echilateral de centru O,
ardtati cd ABCD este trapez isoscel.

Petru Todor, Gazeta Matematica nr. 4/2018
9.0.60. in triunghiul 4BC se considera punctele M e (BC), N € (AC) si P € (4B), astfel incat:

(2)2.@_(3]2£_[zj2ﬁ_1
¢hiMC- \aghnalidl Wbl CPBi
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului 4BC.

a) Demonstrati cd dreptele AM, BN si CP sunt concurente intr-un punct K.

b) Notdm cu / centrul cercului inscris in triunghiul 4BC. Daca punctele K si / coincid, demonstrati
cé triunghiul ABC este echilateral.

Gheorghe Alexe si George-Florin Serban, Concursul ,Petru Morosan-Trident”, Braila, 2017
B Gorj

9.0.61. a) Calculafi partea intreagd a numarului 4 =~/n® +3n+1+vn* —n+2, unde n este un
numar natural.

b) Determinati valoarea minima a expresiei £ =|2x +3 |+ | 5x — 1 |+ | 3x + 2 |, unde x este numdir
real.

9.0.62. Fie a, b, c numere reale pozitive astfel incat o® + b* + ¢> = 8. Demonstrati ci:
1 1 1 3
+ + > )
2014+ab 2014+bc 2014+ca 2018
9.0.63. Fie multimea 4 = {3x + 5y, unde x, y € Z}. Aflati cardinalul multimii Z \ 4.

9.0.64. In triunghiul 4BC, bisectoarele A44', BB', CC’ se intersecteazi in punctul /. Stiind ci

s + s + E o = 6, aratati ca triunghiul ABC este echilateral.
4 IB' IC'

D lasi

9.0.65. Fie triunghiul 4BC si punctele M e (4B), N € (AC) astfel incdt BM = CN = x. Fie E si F
mijloacele segmentelor [MN] si [BC], iar [AD bisectoarea unghiului BAC.
a) Exprimati vectorul 4D in functie de AB si A€
b) Demonstrati cd EF || AD.

12




9.0.66. a) Rezolvati in R ecuatia 2016 - {x} +2017 - [x] — 2018 - x + 2019 = 0.
b) Rezolvati in R ecuatia [x + | x ] =|x + [x] |.

(x+y+z)

9.0.67. a) Aridtati cixy + yz + zx < ,Vx,y,zeR.

b) Fie a, b, ¢, d > 0 numere reale. Demonstrati ci: :
a . b . c . d 5 43 :
Jbc+ed+db  ac+cd+da Jab+bd+da ~Jab+bc+ca 3
9.0.68. Fie triunghiul ABC cu AB # 34C, D e (BC) astfel incat BD = 3DC, I centrul cercului inscris

in triunghiul ABC, DI N AB = {E}, AD n EC = {F}. Calculati raportul % in functie de
lungimile laturilor triunghiului 4ABC.

B lifov

9.0.69. Rezolvati in R ecuatia 25{x}*> + 1 = 10x.

9.0.70. Considerim sirul (a,, )n>1 definit prin a; = 2 si g, =2 S ,n > 1. Calculati z <
= a

k=1 4 =i

—a

n

9.0.71. Demonstrati ci pentru orice n € N” avem

~\/n+1+\/n+2Jr +\/2n+2< 1 i 1 gl 1
n+2 m+3 T 2n43 Yn+3 Jn+d T n+a’

9.0.72. Fie ABC un triunghi, D mijlocul lui (4C) si Mun punct in plan astfel incét
W+a-m=b-m,unde a,belR.
a)Dacia=b =1, aritati cd MD = BC .
b) Daci sz—C",arﬁtaticéa =b=1.

B® Maramures

9.0.73. a) Aritati ca ZL:—_2’ VxeR.
x —x+1 3

; : 2 2
b) Rezolvati in R ecuatia | — i =l o
X =xtl | 02-x

9.0.74. a) Aritati ci (@’ + 5" + 1)(c’+2) > (@ + b + ¢), ¥ a, b, ¢ € R. Cand se obtine egalitatea?

1 o 1 N 1
Dl P P
9.0.75. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia 2(x* + y* + 2°) = 3(x + y + z)°

stiindcax +y +z<17.

b) Fie a, b, ¢ > 0 astfel Incat > 1. Aratati cd ab + bc + ca < 3.

>

13



9.0.76. Fie patrulaterul convex ABCD si punctele M € (4B), N € (BC), P € (CD), Q e (DA) astfel
incat dreptele MQ si NP sunt paralele cu BD. Aratati ci, dacd [AN] = [4P] si [CM] = [CQ], atunci
patrulaterul ABCD este ortodiagonal.

H® Mehedinti

9.0.77. Se considerd numerele reale x si y care indeplinesc simultan conditiile {x} + [y] = 11 —4+/3 si
[x]1+{y}=7 = Aritati ci {x}* — 28{y} este numar intreg si calculati x —y.
9.0.78. Fie ABCD un patrulater si punctele M, N, P, Q astfel incat 2MA=-MB, 2NC + NB=0,

2PD=-PC si 20D +QA=0. Aritati ci MP + QNS% (4B + BC + 2CD + 2DA).

9.0.79. Determinati x, y € R astfel incat max< x> +y+l, ot o |x—y|=0.
4 4

9.0.80. Fie x,y € (0, ) astfel incat xy = 1. Demonstrati ci:
2018 2019 2018 2019
+ -+
2) x LY b%

1+y 1+x

22’ b) x2019 +y2019 2x2018 +y2019.

D 0lt

9.0.81. Se considera numerele reale distincte a, b, c. Aritati ci:
a b’ ¢’
+ L
(a-b)a-c) (b-c)b-a) (c-a)c-D)
9.0.82. Fie numerele naturale nenule m i n, cu (m, n) = 1. Aritati ci:

ORTIN G

9.0.83. in triunghiul 4BC se noteaza cu M, N, P punctele de tangentd a cercului inscris cu laturile

[BC], [CA], respectiv [AB]. Se noteazd cu a, b, ¢ lungimile laturilor si cu p semiperimetrul
triunghiului. Arétati ca:

=a+b+ec

e e L)

a a
b) aAM +bBN +cCP=0;
¢) AM + BN +CP=0 daca si numai dacé triunghiul ABC este echilateral;
d) punctul T verifica egalitatea aTM + bTN + cTP =0 daci si numai daca T este centrul cercului
inscris in triunghiul ABC.
9.0.84. Fie numerele reale x, y, z > 0 astfel incat x + y + z = 27xyz. Aratati ca:

. 2 y E - il
\/1+x2+2yz J1+ 9% +22x \/1+22+2xy 2
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